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RESUMO: Atualmente, existe bons livros texto de controle classico e moderno. Entretanto, a grande
maioria ainda séo originalmente escritos na lingua inglesa. O fato de muitos deles serem similares em
escopo e conteldo parece sugerir que a area atingiu a maturidade. Os primeiros livros de controle
classico foram publicados pouco antes da segunda guerra mundial. J& os primeiros livros de controle
moderno datam do inicio da década de 60. Contudo, rarissimos livros dessas épocas influenciaram
fortemente no desenvolvimento dessa area, pelo menos no que concerne a livros textos. Muitos topicos
convergiram para um formato padrdo de apresentagdo, e outros foram incluidos no decorrer do tempo.
O objetivo principal deste artigo € discutir suscintamente as relagfes intrinsecas existentes entre as
técnicas empregadas na analise de estabilidade de sistemas de controle, ressaltando os aspectos de
complementaridades e similitudes entre elas, mais especificamente, entre Margens de Ganho e Fase
(Diagramas de Bode), Critério de Routh-Hurwitz, Critério de Nyquist, Critério de Liapunov e Lugar
das Raizes, visto que de forma ainda incipiente, pouco explicita e sistematica essa discussdo é
realizada na literatura atual. Um sistema de controle em malha fechada é utilizado como estudo de
caso e a plataforma Matlab é utilizada como suporte a implementacéao de parte das técnicas.
PALAVRAS-CHAVE: Teoria de Controle Classico, Teoria de Controle Moderno, Educagdo em
Controle, Livros Texto, Historia do Controle Automatico.

A UNIFIED STUDY OF THE STABILITY THEORIES OF AUTOMATIC CONTROL
LINEAR SYSTEMS

ABSTRACT: Currently, there is good text books of modern and classical control. However, the great
majority is still originally written in the English language. The fact that many of them are similar in
scope and content seems to suggest that the area has reached the maturity. The first classical control
books were published shortly before the second world war. Already the first modern control books
dating back to the beginning of the decade of 60. However, very rare books of these epochs strongly
influenced in the development of this area, at least as regards the text books. Many topics have
converged to a default presentation format, and the others were included in the course of time. The
main aim of this article is to discuss concisely the intrinsic relationship between the techniques used in
the analysis of stability of the control systems, highlighting aspects of complementarities and
similarities between them, more specifically, between Gain and Phase Margins (Bode Diagrams),
Routh —Hurwitz Criterion, Nyquist Criterion, Root-Locus and Liapunov Criterion, as in incipient
fashion, poorly explicit and systematic that discussion is held in the current literature. A control
system closed loop is used as a case study and Matlab platform is used to support the implementation
of part of the techniques.

KEYWORDS: Classic Control Theory, Modern Control Theory, Control Education, Text Books,
Automatic Control History.

INTRODUCAO



As técnicas de ensino tanto de controle classico como moderno tém se tornado uma importante
questdo nos curriculos dos cursos de engenharia elétrica, e frequentemente é considerada em
curriculos de outras engenharias. O nimero expressivo de bons livros texto para o ensino do assunto
indica claramente o fato de que o campo da teoria de controle encontra-se bem consolidado. Como
ocorre com a maioria das disciplinas, quando os primeiros livros de controle surgiram, o contetdo
estava muito mais associado a um campo de pesquisa especifico do que a um curso para sala de aula.
Portanto, os primeiros livros em controle eram muito diferentes dos livros texto mais populares atuais.

A despeito de ser uma disciplina relativamente jovem, muitos livros devotaram-se a tdo
chamada teoria de controle classico que caracteriza-se pela restricdo em abranger somente sistemas
monovariaveis (SISO systems) e no dominio da frequéncia (frequency domain).

Ja a teoria de controle moderno teve seu inicio na década de 50, e é baseada na abordagem
elaborada pelos engenheiros da indlstria aeroespacial, a exemplo das formulagdes de equacOes
diferenciais gerais desenvolvidas pelo matematico francés Henri Poincaré, detém-se na representacdo
dos sistemas estudados como um conjunto de equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
abordagem conhecida como espago de estados (state-space approach).

Com o advento dos computadores digitais na década de 60, a teoria de controle moderno
baseada na andlise e sintese no dominio do tempo utilizando variaveis de estado, possibilitando, por
exemplo, a representacdo de sistemas multivariaveis (MIMO systems), foi amplamente desenvolvida a
modelagem e controle de plantas modernas inerentemente complexas.

Estabilidade é um dos temas mais antigos nas ciéncias basicas e aplicadas. Muitos
matematicos e fisicos do século 18 estudaram a questdo da estabilidade de um sistema dinamico, e
Routh, Maxwell, Liapunov, Hurwitz e Schur s&o alguns dos nomes mais frequentemente associados
com este tema.

MATERIAIS E METODOS

A utilizagdo da plataforma Matlab tem como objetivo facilitar o célculo de parte das
implementagdes, bem como divulgar didaticamente seus ambientes e recursos utilizados.

A formulacdo e desenvolvimento das técnicas consideradas neste trabalho podem ser
consultadas em (Ogata, 2011) e (Dorf e Bishop, 2013).

Para efeito de simplificagdo e sem perda de generalidade, considere um modelo de um sistema
de controle proporcional de malha fechada de uma planta genérica de 32 ordem linear e invariante no
tempo, conforme mostrado na Figura 1.

A realimentagdo empregada é unitaria e negativa, e o controlador é de natureza proporcional
com ganho K.

Figura 1 — Sistema de Controle de Malha Fechada Analisado.

O sistema de controle da Figura 1 pode ser modelado matematicamente nas formas de funcées
de transferéncia de malha aberta (FTMA) e fechada (FTMF), e de espaco de estados (EE’s), descritas

por:

FTMA:

O03+302+20
FTMF:

O03+302+20+0
EE’s :
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A formulagdo do problema consiste em baseado nas representagdes FTMA,FTMF e EE’s
acima descritas, obter a faixa de ganho K do controlador proporcional que garante estabilidade do
sistema de controle da Figura 1 através da aplicagdo das ferramentas de andlise de estabilidade
Margens de Ganho e Fase obtidos a partir do Diagramas de Bode, Critério de Routh-Hurwitz, Critério
de Nyquist, Critério de Liapunov e Lugar das Raizes, analisando as implicacOes e efeitos resultantes
da aplicacdo de cada uma delas e suas inter-relagdes ao estudo de estabilidade do sistema de controle
considerado .

RESULTADOS E DISCUSSAO
LUGAR DAS RAIZES

O método do lugar das raizes auxilia o projetista de um sistema de controle no entendimento
das propriedades de robustez e estabilidade de um controlador em torno de um ponto de operagdo. Ele
consiste num importante método grafico a analise e projeto de sistemas de controle.

A Figura 2 mostra o trajeto dos 3 p6los de malha fechada que séo as raizes do polinémio do
denominador

O03+302+20+0
da funcéo de transferéncia de malha fechada, quando
varia de zero a infinito. Quando

=0, recai-se nos polos do sitema de malha aberta. Da Figura 2 pode-se depreender que, quando

varia de zero a infinito, os p6los complexo conjugado dominantes de 2% ordem cruzam o eixo
imaginario para o semipleno direito complexo (SPDC), instabilizando o controle do sistema. O valor
de

que aloca os poélos dominantes sobre o eixo imaginario, que é o limite da estabilidade, é

=6. O programa na plataforma Matlab para simulacdo do lugar das raizes pode ser escrito
sequencialmente como n=[1];d=[1 3 2 0]; rlocus(n,d) , onde n e d s&o os polindmios do numerador e
denominador, respectivamente, da FTMA, desconsiderando a incorporagdo do controlador no caminho
direto do diagrama da Figura 1.

E importante notar na Figura 2 que quando o ganho proporcional do sistema controlado
aproxima-se a esquerda de K = 6, o sistema fica mais suscetivel a instabilidade, ja que os polos
dominantes aproximando-se do eixo imaginario, podem cruzar mais facilmente a fronteira entre os
semiplanos esquerdo e direito complexos (SPEC e SPDC), caracterizando menos robustez a variagdes
e perturbacdes do sistema controlado.

Figura 2 — Lugar das Raizes do Sistema da Figura 1

Figura 3 — Diagrama de Nyquist do Sistema da Figura 1
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Figura 4 — Diagramas de Bode do Sistema da Figura 1

Bode Diaaram
Sm = 156 dB (at 1.41 rad/s) , Prm = 53 4 deg (at 0.446 rad/s)
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Figura 5 — Tabela de Routh-Hurwitz do Sistema da Figura 1
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CRITERIO DE NYQUIST

O critério de Nyquist estabelece uma relagéo entre Z, denominado nimero de p6los do sistema
de malha fechada no SPDC, P, denominado nimero de p6los do sistema de malha aberta no SPDC, e
N, denominado nimero de envolvimentos no sentido horario do ponto -1 no mapeamento de malha
aberta, tal que Z=N+P. A condig8o necessaria e suficiente para estabilidade assintdtica é que Z seja
nulo. Para o sistema dado pela Figura 1, P=0, e quando K=0., N=0, como mostrado na Figura 3,
demonstrando estabilidade do sistema. O ponto de envolvimento que ocorre na Figura 3, se da em -
0,1666, exatamente quando K= 0., de forma que a distancia possivel de ser percorrida no eixo real
para que ocorra 0 envolvimento do ponto -1 no tragado de Nyquist é dado por (1/0,1666) = 6, que vem
a ser exatamente o limite de ganho para garantia da estabilidade. Quando K > 6, N passa a ser 2, e
consequentemente Z passa a ser 2, ja que P continua sendo nulo, instabilizando com dois pdlos de
malha fechada no SPDC o sistema até entdo controlado. O programa na plataforma Matlab para
simulacéo do tracado de Nyquist pode ser escrito na forma sequencial: n=[1];d=[1 3 2 0]; nyquist(n,d).

MARGENS DE GANHO E FASE (Diagramas de Bode)
A margem de ganho, baseado no espectro de frequéncia, fornece uma medida de qudo o
sistema estavel é. Tal medida traz informacédo de qudo o sistema de controle é imune as variagdes de



parametros ou perturbagdo antes de se instabilizar. As margens de ganho e fase sdo obtidas através do
tragado dos diagramas de Bode.

Na Figura 4 pode ser visualizada a margem de ganho de 15,6 dB na frequéncia de 1,41 rad/s e
margem de fase de 53,4° na frequéncia de 0,466 rad/s. O programa na plataforma Matlab para
simulacdo das margens de ganho e fase pode ser escrito na forma sequencial: n=[1];d=[1 3 2 0];
margin(n,d).

CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

Este critério apresenta a vantagem de dispensar o célculo explicito dos pélos do sistema de
malha fechada. Usando este método podemos dizer quantos p6los do sistema de malha fechada estdo
no SPDC, SPEC ou sobre o0 eixo imaginario jw. Note que o critério estabelece quantos, mas ndo onde
0s polos estédo localizados.

Baseado na tabela da Figura 5, o critério estabelece que a condi¢do de necessidade e
suficiéncia para estabilidade assintotica é que todos os elementos da primeira coluna da tabela sejam
positivos, significando que todos os pdlos da FTMF estdo no SPEC, onde a=(6-K)/3, b=0 e c=K.
Portanto, considerando que o ganho do controlador assume somente valores positivos, entdo a
condi¢do de necessidade e suficiéncia para que o sistema dado pela Figura 1 seja assintoticamente
estavel ¢ que 0<K< 6.

CRITERIO DE LIAPUNOV (2°. Método de Liapunov)

A garantia de estabilidade assintética estabelecida pelo critério de Liapunoy, baseia-3e
na escolha de uma  fungdo de Liapunov  candidata  denominada
oo

. Fazendo u=0 no sistema da Figura 1, baseado no principio da superposicao,
0(M)=—0000

deve  ser  selecionada  com uma matriz Q  admissivel, tal que
ao

seja ndo nula, exceto na origem, onde X = X1 X, X3 ' é o vetor de estados da representagio
EE’s. Entdo, a condigdo necessria e suficiente para estabilidade assint6tica é que a equagéo
de Liapunov
ooo+00=—0
seja satisfeita com P definida positiva.

Portanto, analisando a estabilidade do sistema de controle mostrado na Figura 1, considere
uma matriz Q simétrica real semidefinida positiva admissivel e uma matriz P qualquer, procurando
com as seguintes formas:

Q =
Q00000001

E’Q 12012-p06042-2006012-203012200712-200012-20612-20

para o sistema dado, atender a equacédo de Liapunov.

Para satisfacéo de que P seja definida positiva, ou seja,
>0, garantindo a estabilidade assintética do sistema controlado, a inequagdo 0<K< 6 deve valer. Este ¢
o intervalo de ganho do controlador proporcional que garante a estabilidade do sistema de controle
estudado na Figura 1, em concordancia com os resultados apresentados pela aplicacéo das ferramentas
anteriormente tratadas.

A relagdo existente entre Nyquist, Bode, Lugar das Raizes, Routh-Hurwitz e Liapunov, ocorre
considerando, dentre varios outros aspectos, que: 1) A margem de ganho esta associada a distancia
permissivel a ser percorrida sobre o eixo imaginario ao envolvimento do ponto real -1 em Nyquist sem



desestabilizar o sistema, e é calculada como 20*log(6) = 15,6 dB. A desestabilizagdo ocorre em w=
1,41 rad/s; 2) A margem de fase é o angulo formado entre o vetor de médulo unitario em w=0,446
rad/s no tracado de Nyquist da Figura 3 e o vetor unitario no ponto -1 no eixo real. Esta relagdo
angular é dada pela relacéo trigonométrica tg(0,596/0,807) = 53,4°.

Os métodos de Lugar das Raizes, Routh-Hurwitz, Nyquist e Bode, sdo baseados na
representagdo do sistema no dominio da frequéncia, mais especificamente na representagdo por
funcdes de transferéncia, enquanto o critério de Liapunov toma como base a representacdo do sistema
no espago de estados no dominio do tempo.

CONCLUSAO

O entendimento unificado em escopo e filosofia das teorias de analise de estabilidade é
extremamente relevante aqueles que ensinam e projetam controle em varios niveis e motivacional aos
estudantes de engenharia.

Portanto, o trabalho contribui plenamente ao ensino da disciplina de sistemas de controle
automaticos nos cursos de engenharia, na medida em que ele oferece uma perspectiva de metodologia
através da visdo sistematizada de contetidos, conduzindo os alunos e profissionais de engenharia a
reflexdo madura e criativa sobre tais contéudos.

Aspectos adicionais importantes das relagbes intrinsecas existentes entre as ferramentas de
analise tratadas neste trabalho serdo considerados e discutidos em trabalhos futuros.
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