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RESUMO: O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é uma varia¢do do Método dos
Elementos Finitos (MEF) convencional. Este trabalho objetivou analisar a aplicagdo de funcfes de
enriquecimento polinomiais, conforme a estratégia do MEFG, para a avaliacdo de estruturas utilizando
elementos triangulares e quadrilaterais e, desta forma, verificar a influéncia do tipo de elemento na
resposta. Foram feitas doze discretizacdes do modelo, seis para cada tipo de elemento finito e, entdo,
foram feitas simulages utilizando enriquecimento polinomial. As respostas obtidas foram comparadas
com uma solucdo de referéncia analitica. Os resultados demonstraram que 0o MEFG com enriquecimento
polinomial é muito eficiente, tendo em vista o nivel de aproximagéo atingido em relagéo a referéncia,
mesmo utilizando malhas grosseiras. Além disso, 0 MEFG mostrou-se capaz de reduzir as desvantagens
do elemento triangular frente ao quadrilateral.

PALAVRAS-CHAVE: Elementos Finitos. MEFG. Enriquecimento. Estruturas.

APPLICATION AND ANALYSIS OF GFEM WITH POLYNOMIAL ENRICHMENT FOR
DIFFERENT TYPE OF FINITE ELEMENTS

ABSTRACT: The Generalized Finite Element Method (GFEM) is a variation of the conventional Finite
Element Method (FEM). This work aimed to analyze the application of polynomial enrichment
functions, according to the GFEM strategy, for the evaluation of structures using triangular and
quadrilateral elements and, in this way, verify the influence of the type of element in the response.
Twelve discretizations of the model were made, six for each type of finite element, and then simulations
were made using polynomial enrichment. The obtained responses were compared with an analytical
reference solution. The results showed that the GFEM with polynomial enrichment is very efficient,
considering the level of approximation reached in relation to the reference, even using coarse meshes.
In addition, the GFEM was able to reduce the disadvantages of the triangular element compared to the
quadrilateral.
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INTRODUCAO

O MEF é a ferramenta numérica mais utilizada na mecéanica computacional para modelar e
predizer o comportamento de estruturas e materiais. Porém, diante de problemas de valor de contorno
(PVC) especificos, tais como problemas de propagacdo de trincas, esse método ndo modela
eficientemente o fendmeno analisado (Belytschko e Black, 1999; Duarte et al., 2001). A obtengéo de
uma aproximacdo de resposta mais eficiente, em casos como os citados era, em geral, vinculada a
processo de remalhamento constantes, tornando inviavel as simulag@es devido o custo computacional
envolvido. O elevado refinamento de malha, outra condicdo para tornar mais precisa a resposta, também
é um fator que encarece computacionalmente o processo de investigagéo.

O objetivo de ultrapassar as dificuldades apresentadas pelo MEF diante de certos tipos de
analises ensejou muitos trabalhos nos ultimos anos (Duarte e Oden, 1995; Belytschko e Black, 1999;
Moés et al., 1999). A partir dessas pesquisas surgiram métodos numéricos alternativos, tais como o
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) (Strouboulis et al., 2000a; Strouboulis et al.,



2000b; Duarte et al., 2001; Pereira et al., 2009b; Paiva et al. 2016) e 0 Método dos Elementos Finitos
Estendidos (MEFX) (Moés e Belytschko, 2002; Huang et al., 2003; Belytschko et al., 2009; Gupta e
Duarte, 2016; Moreira et al. 2016).

MATERIAL E METODOS

O MEF é um método geral poderoso de analise baseado na subdivisdo do dominio analisado. O
método possui duas caracteristicas essenciais: i) divisdo de uma geometria complexa em subdominios
mais simples (elementos); ii) os elementos sdo localmente analisados e, entdo, sdo alocados em sua
posicao global dentro do dominio e, assim, calcula-se a solucdo geral do PVC (Reddy, 2006).

O MEFG é uma variacdo do MEF convencional que foi inicialmente proposto por Babuska et
al. (1994) sob a denominagéo de Método dos Elementos Finitos Especiais. Em suma, trata-se de uma
forma distinta de geracdo das fungdes de forma dos elementos finitos (Pereira et al., 2009a) a partir do
emprego de fungdes de forma ndo convencionais (“especiais”). Tal estratégia fora mencionada em 1995
como uma proposta de método sem malha sob a denominacao de Método das Nuvens hp (Duarte e Oden,
1995). Nesse mesmo ano, Melenk (1995) desenvolveu todo o arcabougo matematico do método.

A construgdo das fungdes de forma do MEFG (¢.), matematicamente, resume-se a uma
combinacdo, em cada n6 X, do dominio, entre as fun¢Ges de forma padrdo do MEF (N,) e funcbes
especiais L, chamadas fungdes de enriquecimento. Sendo L = {1, Lai, Lo, ..., Lag} Uma base geradora
para um espago funcional, as fun¢des de forma ¢, (também chamadas de funcBes produto)
correspondentes ao no X, sdo construidas da seguinte maneira:

Pai = Ng-Lqi Eq. 1

A aproximagdo do campo de deslocamentos é obtida a partir da seguinte combinacdo linear,
onde N, (x) refere-se ao MEF, e N (X).L, (X) refere-se ao MEFG:

n q
fi(x) = ZNa(x). 4y + ZLm-(x).bm- Eq. 2
a=1 i=2

onde a, sdo os graus de liberdade da estrutura associados ao nd x, e b, 0s graus de liberdade adicionais
correspondéncia a cada funcdo de enriquecimento.

As fungdes L, da Eq. 2 podem ser de base polinomial ou ndo. Comumente escolhe-se as
polinomiais devido a relativa facilidade de implementacéo. Podem ser construidas de forma hierarquica
tendo como regra o triangulo de Pascal. As fungdes utilizadas neste trabalho baseiam-se no seguinte
formato:

myn
L(mn) = ),(lm—fn Eq. 3
sendo m e n 0 expoentes obtidos do tridngulo de Pascal e h uma variavel normalizadora.

Utilizando tais funcgdes, segundo a estratégia do MEFG, analisou-se uma viga engastada e livre,
com carregamento distribuido na face livre, conforme a Figura 1. DimensGes, carregamento, condicdes
de contorno e propriedades mecanicas sao as seguinte (em unidades consistentes): L=10;H=2;e =1,
Maodulo de Elasticidade E = 30 E+06; Coeficiente de Poisson v = 0,25; Condi¢cdes de contorno ux(0,y)=
uy (0;1)=0; Carga 1o = 150.

Figura 1. Viga engastada e livre — geometria, carregamento e condi¢Oes de contorno.
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A solucdo de referéncia para o deslocamento (uy) segundo a teoria de Euler-Bernoulli, é a
seguinte (I € a Inércia da secdo transversal):



by fyl3 3(1+v)

Efetuando-se os célculos, tém-se que o valor de referéncia para o deslocamento no ponto
determinado € uy(10,1) = 5,188 E-03.

Foram, entdo, realizadas doze discretizacGes regulares e estruturadas do modelo: seis utilizando
elementos triangulares de trés n6s (com 2, 4, 8, 16, 32 e 64 elementos) e outras seis com elementos
quadrilaterais de quatro nds (com 1, 2, 4, 8, 16 e 32 elementos). Nota-se que todas as malhas sdao bem
grosseiras. Todos 0s elementos tém como caracteristicas possuir espessura constante e serem
constituidos de material homogéneo isotrdpico. Iniciando da malha mais grosseira (malha I) até a malha
mais refinada (malha V1) foram realizadas simulacGes sem enriquecimento (denominadas PO).

Da mesma forma, utilizando as mesmas malhas, foram feitas simulagcGes com aplicacdo de
funcdes de enriquecimento polinomiais de graus um, dois, trés, quatro e cinco (aproximagbes P1, P2,
P3, P4 e P5, respectivamente). Em respeito as condi¢des de contorno de Dirichlet, os nés das arestas
engastadas ndo foram enriquecidos. A integracdo numérica do dominio seguiu a regra de Gauss-
Legendre minima.

RESULTADOS E DISCUSSAO

As Figuras. 2 e 3 apresentam (para malhas triangulares e quadrilaterais, respectivamente) os
gréaficos correspondentes ao Erro Relativo (er) em funcdo do tamanho equivalente do elemento (heg),
para os diferentes refinamentos de malha segundo cada ordem de enriquecimento. O e, foi calculado
tanto com relacdo ao valor de referéncia para o deslocamento na extremidade livre mencionado
anteriormente, sendo heq = [(L da viga) / (n° de elementos)].

As Figuras 2 e 3 demonstram que conforme aumenta o nivel de refinamento da malha ocorre
uma reducdo do e, como era esperado, mesmo para uma aproximacao PO. Neste caso, porém, observa-
se que quando fora utilizado elementos triangulares a solugdo ndo atingiu um nivel de convergéncia
razoavel (com e, de 45% aproximadamente). Em contrapartida, com elementos quadrilaterais, 0 er
aproximou-se de 5%. Isto ocorre porque o elemento triangular, cuja funcdes de forma associadas séo
lineares, é mais “pobre” que o quadrilateral, com fungdes de forma quadraticas.

Observa-se, contudo, que o MEFG potencializa a precisdo da resposta, independente da ordem
polinomial de enriquecimento utilizada (P1 a P5). Nota-se ainda que o refinamento de malha associado
ao aumento do grau polinomial das fung6es enriquecedoras, contribuiram para a convergéncia alcancar
nivel satisfatoria (com er < 1% em alguns casos).

Verifica-se ainda que, a partir do grau de enriquecimento P2, ja é possivel encontrar um e,
aceitavel devido ao produto da PU linear do elemento triangular com fungdes de enriquecimento P2
aproximar-se do grau da equacdo de governo do problema. Desta forma, 0 MEFG contribui para
minimizar as vantagens do elemento quadrilateral sobre o triangular no tocante a capacidade de
aproximacao da resposta.

Figura 2. Erro Relativo para cada ordem polinomial de enriquecimento — elementos triangulares
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Figura 3. Erro Relativo para cada ordem polinomial de enriquecimento — elementos quadrilaterais
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CONCLUSAO

O Método dos Elementos Finitos Generalizados apresentou grande eficiéncia. Observa-se que
os resultados atingiram nivel de aproximacao razoavel em relacdo a referéncia devido a utilizacdo do
enriquecimento, mesmo utilizando malhas grosseiras. Destaca-se a 6timo resposta para a Malha I, onde
com apenas 01 elemento alcangou-se uma solucdo bem préxima da analitica com a utilizacdo de
enriguecimento de guinto grau.

E evidente que, devido ao funcional mais simples dos elementos, as malhas triangulares
apresentam um nivel de convergéncia inicial abaixo do apresentado pelas malhas quadrilaterais. O
MEFG, contudo, mostrou-se capaz de reduzir as desvantagens do primeiro frente ao Ultimo,
apresentando ambos, ao final, niveis de er muito préximos.
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