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RESUMO: Grande parte dos procedimentos numéricos para a obtencdo da trajetdria de equilibrio ou
curva forga-deslocamento de problemas estruturais com comportamento nao linear estético é baseado
no esquema iterativo de Newton-Raphson, ao qual estdo acoplados os métodos de continuagdo. Neste
artigo, é desenvolvido um algoritmo baseado no método de Potra-Pték, associado a técnica de
Comprimento de Arco Linear, para a solucdo de estruturas de clpula com comportamento nédo linear
geométrico, cujo caminho de equilibrio apresenta pontos limites. As analises ndo lineares sdo
efetuadas por meio do método dos Elementos Finitos Posicional. Os resultados numéricos alcancados
evidenciam o melhor desempenho do cddigo computacional implementado, em comparagdo com as
andlises feitas com os métodos tradicionais de Newton-Raphson Padrao e Modificado.
PALAVRAS-CHAVE: Cupula, Elementos Finitos Posicional, Comprimento de Arco Linear, ndo
linearidade geométrica, Potra-Ptak.

NON-LINEAR ANALYSIS OF DOME BY THE POTRA-PTAK METHOD ASSOCIATED TO
THE ARC LENGTH TECHNIQUE

ABSTRACT: A large part of the numerical procedures for obtaining the equilibrium path or load-
displacement curve of structural problems with static nonlinear behavior is based on the Newton-
Raphson iterative scheme to which are coupled the path-following methods. In this paper we develop
algorithm based on the Potra-Ptdk method, associated to a Linear Arc Length technique, for the
solution of dome structures with geometric nonlinear behavior, whose equilibrium path present limits
points. Nonlinear analyzes are performed using the Positional Finite Element method. The numerical
results achieved show the best performance of the computer codes implemented, in comparison with
the analyzes made with the Standard and Modified Newton-Raphson traditional methods.
KEYWORDS: Dome, Positional Finite Element, Linear Arc Length, geometric nonlinearity, Potra-
Ptak.

INTRODUCAO

As trelicas quando submetidas a grande esforcos exibem comportamento ndo linear e
problemas de instabilidade podem surgir, tais como snap-through e snap-back. A trajetéria de
equilibrio é amplamente utilizada na analise estrutural para identificar os pontos limites de equilibrio
relacionados a instabilidade. Em geral, essa trajetéria é representada por uma curva deslocamento
versus forca, onde cada ponto na curva representa uma configuracdo de equilibrio da estrutura
(Lacerda et. al, 2014). Para se realizar a andlise ndo linear de estruturas com maior precisdo € de
fundamental importancia que sejam empregados métodos que possam considerar, de maneira
apropriada, os efeitos de grandes rotaces e grandes deslocamentos. Uma metodologia eficiente de
solucéo deve ser capaz de superar os problemas numéricos associados ao comportamento ndo linear,
tracando toda a trajetéria de equilibrio do sistema estrutural em analise, identificando e passando por
todos os pontos singulares ou criticos que possam existir (Rodrigues et al., 2008; Maximiano et al.,
2014).

O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais utilizados para resolver problemas ndo
lineares na Engenharia Estrutural. Modificacdes nesse método podem ser feitas: resolver o sistema de



equacdes ndo lineares de forma inexata, ou seja, resolvé-lo por algum método iterativo impondo uma
precisdo, como no método de Newton Inexato; aproximar a matriz Jacobiana utilizando diferencas
finitas; e substituir a Jacobiana por outra matriz com alguma propriedade, como nos métodos Quase -
Newton. No método de Newton-Raphson é resolvido um sistema linear a cada iteracdo, cuja matriz de
rigidez é a matriz Jacobiana avaliada no iterado corrente. Uma das vantagens desse método é a taxa de
convergéncia quadratica (sob condi¢es adequadas) (Eustaquio, 2013).

Até a década de 1980, os métodos iterativos que possuiam ordem de convergéncia maior que a
do método de Newton-Raphson exigiam o célculo de derivadas de ordens superiores. Sendo assim,
guanto maior era a ordem de convergéncia maior era também o custo computacional destes métodos,
tornando o uso pratico restrito a alguns casos. Ha métodos que possuem taxa de convergéncia cubica,
como por exemplo o método de Potra-Ptak (1984).

Para a concepc¢do de trelicas mais leves e eficientes dentro dos padrdes de seguranca e
qualidade, é fundamental o estudo dessas estruturas préximas ao colapso devido a grandes
modificagbes que ocorrem na geometria e a perda de linearidade na relacdo deformacéo-tensdo. Neste
trabalho € apresentado um algoritmo baseado no método iterativo de Potra-Ptdk com ordem de
convergéncia cubica, associado a técnica de continuagdo Comprimento de Arco Linear (Wempner,
1971; Riks, 1972). Simula¢des com o software Matlab de um problema de clpula com comportamento
ndo linear geométrico (grandes deslocamentos e rotacdes, e pequenas deformacdes) sdo efetuadas por
meio do Método dos Elementos Finitos Posicional (Coda & Greco, 2004). A formulacéo de Elementos
Finitos Posicional é uma abordagem alternativa para problemas ndo lineares, que considera as
posi¢des nodais como variaveis do sistema nao linear em vez dos deslocamentos. Assume-se que 0S
elementos da trelica tenham comportamento constitutivo eléstico linear. Os resultados numéricos
evidenciam o melhor desempenho do método de Potra-Ptdk no problema estudado, em comparagao
com as analises feitas com os esquemas iterativos de Newton-Raphson Padrdo (NR) e Newton-
Raphson Modificado (NRM), quanto ao tempo de processamento e nimeros totais de passos de forca e
iteragBes acumuladas até a convergéncia para a solugéo.

METODO DE SOLUCAO
A equacéo que governa o equilibrio estatico de um sistema estrutural com comportamento ndo
linear geométrico é descrita por (Maximiano et al., 2014):
g® =2 OF, — Fip (a®D), (1)
sendo g o vetor de forgas desequilibradas, Fi, 0 vetor de forcas internas (avaliado em funcdo do vetor
de coordenadas nos pontos nodais da estrutura d), e A 0 parametro de forga responsavel pelo
escalonamento do vetor F,, sendo este um vetor de referéncia e de magnitude arbitraria. A solucdo do
sistema dado em (1) é obtida usando um esquema iterativo e incremental. Para uma sequéncia do
parametro de forca A, uma sequéncia do respectivo incremento de deslocamento u é calculado.
Considerando-se que A passa a ser uma incognita e varia ao longo das iteragdes, tem-se 0 problema
estrutural ndo linear dado por:
K& Dgu® = g0 = 309F, — F, (d®-D), o)
em que K é a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural. Os parametros totais de forca (1) e
deslocamento (u) no passo de forca t+At e iteracdo k s&o atualizados por, respectivamente:

W =2 5,09, ©)
u® = gk 4 5, 4)

Substituindo a Eq. (3) na Eq. (2) e isolando 8u®, chega-se a (Crisfield, 1990):
su® = sul® + HMsul, )

na qual 5,.% é o subincremento de forca que deve ser avaliado ao longo do ciclo iterativo, e dug e duy,
séo obtidos, respectivamente, pelas equagdes:

-1
5ug‘) = K&k-D7 gk (6)
su® = K&-D7'E ()

Os parédmetros incrementais de forga (A)\) e de deslocamento (Au) no passo de forca t+At e
iteracdo k sdo avaliados por, respectivamente:

M = D 4 5.0 ®)



Au® = Auk-D 4 §u®), C))

Os autores Potra e Ptak (1984) desenvolveram um método de dois passos baseado no método

de Newton-Raphson. Consistindo de duas avalia¢des da fungdo dada e necessitando apenas do calculo

de derivadas de primeira ordem, foi possivel obter uma convergéncia cibica e um indice de eficiéncia

maior que o do método de Newton-Raphson (Soleymani et al., 2012). O esquema iterativo adaptado ao
problema estrutural ndo linear é dado por:

K(u®0)su® = (5209 + 3.9) F, + gu®D) + g(y®), (10)
y® = ulD 4+ K(u® D) [A{F, + g(u®-D)], (11)
u® = q&-1 4 gu®. (12)

O algoritmo referente ao Método de Potra-Ptak associado a técnica de Comprimento de Arco
Linear é apresentado na Figura 1. Para a andlise com o método de Newton-Raphson Padrdo, no
algoritmo as linhas 18 a 23 ndo sdo executadas. No método de Newton-Raphson Modificado, a matriz
de rigidez K é avaliada no inicio do passo de for¢a corrente (k = 1), mantendo-se invariavel ao longo
do ciclo iterativo (k = 2,...,ims) - as linhas 27, 28 e 18 a 23 do algoritmo nédo sdo executadas.

Figura 1. Método de Potra-Ptak associado a técnica de Comprimento de Arco Linear.

1 u=0,Au=017=0 18 &y.=K'g

2 Paran=1__ I, 19, 5k =-(Au"5y)/(Au Bu,)
3. su=Ku)'F, 20.  Buy= By, + i, Bu,

4. Al =AV|8u| 21.  Au=Au+duy

5. SeAu’ du, <0 22, AL=AL+ 8l

6.  Al=-Ah 23, g=(+AL) F, - Ffu+Au)

7. Fim-Se 24 Sellg| < tol |[F,

g8 Au™=A0Bu, 25. Terminar a execucdo do Para
9 Au= aua] 26. Fim-Se

10. g =(3+A) F; - Fiy(u+Au) 27, Calcular K(ut+Au)

11. Parak=1... im 8. 8u,=K'F,

12. Bu.=K'g 20 Fim-Para

13, &k =«Au su)/(AuTEn,) 30- u=u+adu

14 &uy=8u, + 5l Buy 31, h=hk+ak

15. Au=Au+smy 32 Al=AINdK)*™

16, Ah=Ak+ 30 33. Fim-Para

17.  g=(+A0) F, - Fgu+Au)

RESULTADOS E DISCUSSAO

A Figura 2 ilustra uma cdpula construida de ago com mddulo de elasticidade longitudinal
206,0 GPa. A secéo transversal de todas as barras é 2,16 10 m? Na base da trelica h& apoios do tipo
pino, e uma forga vertical P é aplicada no apice da mesma. Essa estrutura possui 73 nds, 168
elementos de barra e 147 graus de liberdade. Nas analises foram considerados os parametros:
comprimento de arco inicial Al = 0,01; nimero de iterages desejadas Nd = 3; incremento de for¢a AP
= 37,5 kN; nimero méximo de iteracles ins = 100; e tolerancia tol = 10, As curvas deslocamento
vertical no topo versus forca obtidas com o algoritmo implementado sdo mostradas na Figura 3b com
dois pontos limites de forca, comparando-as com os resultados numéricos de Rezaiee-Pajand et al.
(2011). As simulac@es efetuadas com os cédigos desenvolvidos neste trabalho foram conduzidas para
além dos pontos de equilibrio obtidos por esses autores. O ponto (a), na Figura 3b, é um ponto critico
que representa a forca maxima em que a estrutura pode suportar antes do snap-through. Nas posicdes
intermediérias, a forca P decresce e reverte de sinal duas vezes enquanto o deslocamento vertical
continua a crescer. Entretanto, ¢ impossivel permanecer em uma das posicdes intermediarias porque
elas sdo posicdes de equilibrio instavel. Quando o efeito snap-through termina no ponto (b), a
estrutura comecga a suportar valores adicionais de for¢a. A clpula indeformada (posi¢do inicial) e
deformada (posicéo final) é exibida na Figura 3a, identificando as barras tracionadas (cor preta) e
comprimidas (cor vermelha).

Os numeros totais de passos de forca (NP) e interacGes acumuladas até a convergéncia para a
solucdo (kt) e tempo de processamento (em segundos) da simulacdo com o método de Potra-Ptak,
comparando-os com os métodos de NR e NRM, sdo apresentados na Tabela 1. Os resultados
numéricos com o método de Potra-Ptak mostram que a convergéncia para a resposta do problema é



alcancada com uma quantidade inferior de incrementos de forca e iteragbes acumuladas necessarias
em comparacdo com os métodos classicos de NR e NRM, associados a estratégia de continuagéao
Comprimento de Arco Linear. Isso implica na diminuicdo da quantidade de vezes em que 0s sistemas
de equac0es lineares (gerados da discretizagdo por Elementos Finitos) sdo solucionados no processo
incremental e, ainda, diminuem-se as atualizacfes da matriz de rigidez K e do vetor de forca interna
Fi~: durante o ciclo iterativo.

Nota-se que na iteracdo do método de Potra-Ptak é utilizada a mesma matriz de rigidez para a
solugdo dos sistemas de equacOes lineares; assim, estes sistemas podem ser solucionados via
decomposicdo (por exemplo, decomposicdo LU ou fatoracdo de Cholesky), visto que uma Unica
fatoracdo no inicio da iteracdo € necessaria. Deve-se ressaltar, entretanto, que o problema numérico
resolvido é de pequena escala no contexto computacional atual, pois possui menos de 150 graus de
liberdade. Para sistemas dessa ordem de grandeza, métodos diretos costumam ser mais eficientes. Os
métodos iterativos de solucdo (por exemplo, o método dos Gradientes Conjugados) sdo vantajosos
quando os problemas tiverem um ndmero maior de graus de liberdade e recursos de alocacdo de
memoria.

Figura 2. Modelo estrutural da ctpula com 73 nos.
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Figura 3. a) ConfiguracGes indeformada (posicéo inicial) e deformada da clpula; e b) trajetdrias de
equilibrio.
a) b) NP =72 (P = 2951506194234692 x10%)
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Tabela 1. Resultados numéricos.

. Numero de Passos de NUmero de
Metodos Forca (NP) Iteracoes (kt) Tempo de Processamento (s)
NR 105 284 3,743345
NRM 947 2822 26,434503

Potra-Ptak 36 70 1,619082




CONCLUSOES

Neste artigo foi apresentado o algoritmo e a formulacdo de um esquema iterativo baseado no
método de Potra-Ptak, acoplado a estratégia Comprimento de Arco Linear, para a solucdo de
problemas de trelicas espaciais com ndo linearidade geométrica. A falha de um sistema estrutural
esbelto devido a perda de estabilidade causa frequentemente a diminuicdo da seguranca e da
confiabilidade.

Nas simulagdes ndo lineares de problemas de estruturas num processo incremental e iterativo,
resolver o sistema de equagdes lineares gerado a cada iteracdo pela formulagdo de Elementos Finitos ¢,
em geral, 0 passo mais caro e gque demanda maior tempo e esfor¢co computacional durante o
processamento. A analise numérica efetuada com o cddigo computacional desenvolvido em ambiente
Matlab mostrou-se promissora, visto que a solucdo do problema foi alcangada com um menor nimero
de passos de forca e de iteracBes acumuladas para a precisao requerida e, consequentemente, com um
menor tempo de processamento, em compara¢do com os métodos classicos de Newton-Raphson
Padrdo e Newton-Raphson Modificado.

Como pesquisa futura, sugere-se: a resolucdo de problemas de estruturas com mais graus de
liberdade para ilustrar o ganho de tempo; implementar algoritmos que permitam efetuar ciclos de
carregamento e descarregamento; considerar a ndo linearidade fisica; e adequar o codigo
implementado para estudos em analise dinamica.
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